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Реферат. Выведено условие равновесия остаточного краевого клиновидного нанодвойника в деформированном твер-
дом теле. Вывод условия основан на необходимости равновесия баланса сил, действующих на каждую двойни- 
кующую дислокацию со стороны остальных дислокаций двойника. При этом не учитывали дислокационную струк- 
туру и напряженное состояние у устья нанодвойника. Использовали результаты теории дислокаций, полученные  
в рамках теории упругости и механики сплошных сред. Рассматривали составляющую результирующей силы, дей-
ствующую в плоскости двойникования, в рамках допущения отсутствия движения двойникующих дислокаций в пер-
пендикулярном плоскости двойникования направлении. В модели принимали дискретное распределение двойнику-
ющих дислокаций на двойниковых границах. Для уменьшения громоздкости расчетов рассматривали ограниченное 
число двойникующих дислокаций и принимали допущение о малости величины винтовой составляющей вектора 
Бюргерса, т. е. рассматривали краевой нанодвойник. Для уменьшения количества уравнений в системе условий рав-
новесия использовали симметричность сдвиговой компоненты тензора напряжений. Вводили ограничение на порядок 
расположения двойникующих дислокаций на двойниковых границах. При этом полагали расположение пар двойни-
кующих дислокаций разных двойниковых границ в одной плоскости, перпендикулярной плоскости двойникования. 
Учитывали, что в одной плоскости двойникования может находиться только одна двойникующая дислокация. Расче-
тами показано, что в идеальном ненагруженном кристалле возможно устойчивое и неустойчивое равновесие краевого 
нанодвойника. Устойчивое равновесие обеспечивается выстраиванием двойникующих дислокаций в стенку. Это при-
водит к исчезновению двойника в результате аннигиляции дислокаций границ двойника с его дислокациями у устья. 
Для обеспечения неустойчивого равновесия клиновидного краевого нанодвойника необходимо, чтобы вдоль длины 
двойника расстояние между двойникующими дислокациями равнялось межплоскостному расстоянию. 
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Equilibrium Condition of Residual Edge Wedge-Type Nanotwin  
in Post-Deformed Solid Body 
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Abstract. An equilibrium condition of residual edge wedge-type nanotwin  in a deformed solid body has been derived in the 
paper. The condition conclusion is based on the necessity to ensure an equilibrium of  force balance  acting on every twinning 
dislocation from the side of the rest twin dislocations.  In this case dislocation structure and stress condition at nanotwin mouth 
have not been taken into account.  Results of   dislocation theory obtained in the framework of elasticity theory and continuum 
mechanics have been used in the paper. The paper has considered a component of the resultant force acting in a twinning plane 
under an assumption that there is no motion of twinning dislocations in the direction which is perpendicular to the twinning plane. 
The following condition has been made in the model: a discrete distribution of twinning dislocations at twin boundaries.  In order 
to reduce cumbersome calculations a limited number of twinning dislocations has been considered in the paper and an assumption 
has been made about small value of a helical component in the Burgers vector, in other words the paper has considered an edge 
nanotwin. In order to decrease a number of equations in the system of equilibrium conditions a symmetric property of  a shear 
component in a stress tensor has been used in the paper. The paper contains description how restrictions on the order of  twinning 
dislocation arrangement  on twin boundaries have been imposed. In this case it has been assumed that an arrangement of  twin-
ning dislocation pairs in different twin boundaries is in one plane which is perpendicular to the twinning plane. It is necessary to 
keep in mind that only one twinning dislocation can be located in one twinning plane. Calculations have shown that it is possible 
to ensure a stable and unstable equilibrium of an edge nanotwin in an ideal unloaded crystal. Sustainable balance is provided by 
alignment of twinning dislocations in a wall. This leads to a twin disappearance due to annihilation of  twin boundary dislocations 
with its dislocations at the mouth. In order to ensure an unstable equilibrium of a wedge edge nanotwin it is necessary that the 
distance between twinning dislocations along the length of the twin is equal to interplanar distance.  
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Нанодвойникование – новое физическое яв-
ление, научный интерес к которому постоянно 
растет [1–10]. В настоящее время эксперимен-
тально оно изучено достаточно хорошо. Назре-
ла необходимость в математическом описании 
процесса нанодвойникования и разработке ме-
тода прогнозирования поведения нанодвойни-
ков в деформируемом или деформированном 
твердом теле. В особый класс моделей нано- 
двойников можно выделить модели, исполь- 
зующие методы механики деформируемого 
твердого тела. Такие модели открывают воз-
можности в решении прикладных технических 
задач, например по повышению точности про-
гнозирования областей зарождения разрушения 
деформируемых твердых тел. В этом плане  
в [11, 12] уже предложен метод расчета напря-
женно-деформированного состояния, обуслов-
ленного нанодвойником. 
Целью исследований авторов стало теоре-
тическое рассмотрение в рамках механики 
сплошных сред возможности существования 
остаточного краевого нанодвойника в предва-




Рассмотрим краевой нанодвойник. Двой- 
никующие дислокации краевого двойника не 
имеют винтовой составляющей вектора Бюр-
герса, либо эта составляющая по величине близка 
к нулю. Детальное экспериментальное изучение 
такого типа двойников приведено в [13]. 
Схематическое изображение клиновидного 
нанодвойника с произвольным расположением 
двойникующих дислокаций на двойниковых 
границах представлено на рис. 1. Построение 
схемы рис. 1 аналогично подходам, использо-
ванным в [13]. При этом линии двойникующих 
дислокаций прямолинейны, бесконечны и па-
раллельны друг другу и оси OZ, перпендику-
лярной плоскости. Такой подход использовался 
в [9, 10, 14, 15] для моделирования нанозерен  
и нанодвойников, имеющих конечные размеры 
вдоль оси OZ. Это связано с тем, что в боль-
шинстве случаев решается плоская задача,  
когда поля напряжений и связанные с ними  
силовые поля рассматриваются только в плос-
кости XOY. При этом полагается, что отрезки 
дислокаций, находящиеся вблизи плоскости XOY, 
имеют малую кривизну, либо двойник симметри-
чен относительно данной плоскости, что способ-
ствует малым погрешностям в расчетах полей 
напряжений в рассматриваемой плоскости. 
Пусть краевая составляющая вектора Бюр-
герса двойникующих дислокаций краевого нано- 
двойника направлена вдоль оси OX (рис. 1). 
Очевидно, что двойник образован двумя типа-
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ми дислокаций, отличающихся своим знаком. 
Пусть дислокации обратного знака вместе с 
концентратором напряжений, благодаря кото-
рому образовался нанодвойник, находятся у его 
устья. Не будем рассматривать данные источ-
ники напряжений в статье либо будем считать 
их роль незначительной. Ограничимся рас-













Рис. 1. Схематическое изображение клиновидного  
нанодвойника с произвольным расположением  
двойникующих дислокаций на двойниковых границах 
 
Fig. 1. Schematic diagram of wedge-type nanotwin  
with random arrangement of twinning dislocations  
at twin boundaries 
 
Координаты каждой двойникующей дисло-
кации зададим как ( )ii y,x , где i изменяется от 
нуля до N. Для уменьшения громоздкости вы-
числений примем N = 4. Тогда количество 
двойникующих дислокаций, образующих двой-
ник, равно пяти.  
 
Результаты расчетов и их обсуждение 
 
При произвольном распределении дислока-
ций на границах двойника каждая дислокация 
создает поле сдвиговых напряжений, в общем 
случае определяемое по формулам: 
 
( ) ( ) ( )0 0 0 0, ;xy xy x x y yσ = σ − −   
 
( ) ( ) ( )1 1 1 1, ;xy xy x x y yσ = σ − −  
 
( ) ( ) ( )2 2 2 2, ;xy xy x x y yσ = σ − −                (1) 
 
( ) ( ) ( )3 3 3 3, ;xy xy x x y yσ = σ − −  
 
( ) ( ) ( )4 4 4 4, ,xy xy x x y yσ = σ − −  
 
где ( ) ( ) ( ),i ixy xy i ix x y yσ = σ − −  – сдвиговая компо-
нента тензора напряжений, создаваемых i-й ди- 
слокацией нанодвойника. 
Для нахождения нанодвойника в равнове-
сии необходимо [16], чтобы силы, действую-
щие на каждую двойникующую дислокацию со 
стороны других дислокаций, были равны нулю: 
 
( ) ( )( ( ) ( )1 20 кр 0 1 0 1 0 2 0 2, ,xy xyF b x x y y x x y y= σ − − + σ − − +  
( ) ( ) ( ) ( ))3 40 3 0 3 0 4 0 4, , 0;xy xyx x y y x x y y+ σ − − + σ − − =  
 
( ) ( )( ( ) ( )0 21 кр 1 0 1 0 1 2 1 2, ,xy xyF b x x y y x x y y= σ − − + σ − − +  
( ) ( ) ( ) ( ))3 41 3 1 3 1 4 1 4, , 0;xy xyx x y y x x y y+ σ − − + σ − − =  
                                                (2) 
( ) ( )( ( ) ( )0 12 кр 2 0 2 0 2 1 2 1, ,xy xyF b x x y y x x y y= σ − − + σ − − +  
( ) ( ) ( ) ( ))3 42 3 2 3 2 4 2 4, , 0;xy xyx x y y x x y y+ σ − − + σ − − =  
 
( ) ( )( ( ) ( )0 13 кр 3 0 3 0 3 1 3 1, ,xy xyF b x x y y x x y y= σ − − + σ − − +  
( ) ( ) ( ) ( ))2 43 2 3 2 3 4 3 4, , 0;xy xyx x y y x x y y+ σ − − + σ − − =  
 
( ) ( )( ( ) ( )0 14 кр 4 0 4 0 4 1 4 1, ,xy xyF b x x y y x x y y= σ − − + σ − − +  
( ) ( ) ( ) ( ))2 34 2 4 2 4 3 4 3, , 0,xy xyx x y y x x y y+ σ − − + σ − − =  
 
где Fi – сила, действующая на i-ю двойникую-
щую дислокацию со стороны остальных дисло-
каций нанодвойника; bкр – модуль краевой со-
ставляющей вектора Бюргерса двойникующей 
дислокации. 
Выше рассматривали только сдвиговую 
компоненту тензора напряжений, так как, со-
гласно [16], проекция силы Fi на ось OX опре-
деляется по формуле 
 
кр ,x xyF b= σ                           (3) 
 















π − ν +
              (4) 
 
где µ – модуль сдвига; ν – коэффициент Пуас-
сона. 
Рассмотрение проекции силы Fi на ось OY 
(т. е. Fу) нецелесообразно, поскольку каждая 
двойникующая дислокация перемещается толь-
ко в своей плоскости двойникования вдоль  
оси OX, а вдоль оси OY движение рассматрива-
емых дислокаций не осуществляется. 
Полагая далее Fi = (Fi)х и учитывая (4),  
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a
x x y y
− − − −µ
=




( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )
2 22
4 1 4 1 4 1кр
41 22 2
4 1 4 1
;
2 1
x x x x y yb
a
x x y y
− − − −µ
=
π − ν − + −
  
( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )
2 22
3 2 3 2 3 2кр
32 22 2
3 2 3 2
;
2 1
x x x x y yb
a
x x y y
− − − −µ
=




( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )
2 22
4 2 4 2 4 2кр
42 22 2
4 2 4 2
;
2 1
x x x x y yb
a
x x y y
− − − −µ
=
π − ν − + −
  
( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )
2 22
4 3 4 3 4 3кр
43 22 2
4 3 4 3
.
2 1
x x x x y yb
a
x x y y
− − − −µ
=
π − ν − + −
 
 
Это позволяет из (5) получить систему алгебраических уравнений: 
 
01 02 03 04
10 12 13 14
20 21 23 24
30 31 32 34






a a a a
a a a a
a a a a
a a a a
a a a a
+ + + =
 + + + = + + + =
 + + + =
 + + + =
                                                              (7) 
в которой: 
01 10;a a= −  02 20;a a= −  03 30;a a= −  04 40;a a= −  
 
12 21;a a= −  13 31;a a= −  14 41;a a= −                                                        (8) 
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Учитывая (8), из (7) получаем: 
 
01 02 03 04
01 12 13 14
02 12 23 24
03 13 23 34






a a a a
a a a a
a a a a
a a a a
a a a a
+ + + =
 − − − = + − − =
 + + − =
 + + + =
                (9) 
 
В системе (9) неизвестных больше, чем вхо-
дящих в нее уравнений. Это делает (9) трудно 
разрешимой без использования дополнитель-
ных условий и допущений. В качестве такого 
допущения примем дислокации 1 и 3, 2 и 4 рас-
положенными соответственно в одних и тех же 
плоскостях, перпендикулярных плоскости XOY 
(рис. 2). Следы таких плоскостей (параллель-
ные оси OY) на рис. 2 показаны пунктирными 
линиями.  
Тогда с учетом того, что 
 
0 1 1 0 0 3 3 0 ;y y y y y y y y a− = − = − = − =  
 
1 2 2 1 3 4 4 3 ;y y y y y y y y a− = − = − = − =  
 
0 2 2 0 0 4 4 0 2 ;y y y y y y y y a− = − = − = − =  
                      (10) 
1 3 3 1 2 ;y y y y a− = − =  
 
1 4 4 1 2 3 3 2 3 ;y y y y y y y y a− = − = − = − =  
 



















Рис. 2. Схематическое изображение клиновидного  
нанодвойника с упорядоченным расположением  
двойникующих дислокаций на двойниковых границах 
парами в плоскостях, следы которых в плоскости XOY 
обозначены пунктирными линиями 
 
Fig. 2. Schematic diagram of wedge-type nanotwin  
with ordered arrangement of  twinning dislocations  
at twin boundaries in pairs and planes and their traces  
are indicated in XOY  plane by dotted line 
После этого система (9) примет вид: 
 
01 02 01 02
01 12 13 14
02 12 14 24
01 13 14 12






a a a a
a a a a
a a a a
a a a a
a a a a
+ + + =
 − − − =
 + − − =
 + + − =
 + + + =
             (12) 
 
С учетом (8) дальнейшие преобразования (12) 











+ = − =
 + =
                     (13) 
 
в которой три неизвестных и столько же урав-
нений, причем учитывая (10): 
 
( )
( ) ( )( )
( )( )
2 22














( ) ( )( )
( )( )
2 22















( ) ( )( )
( )( )
2 22










π − ν − +
 
 
Заметим, что в (14) 
 




01 0 1;d x x= −  02 0 2;d x x= −  12 1 2.d x x= −   (16) 
 
Тогда (15) примет вид 
 
02 01 12.d d d= +                      (17) 
 
Подставляя (14) в (13) и используя обозна-














2 2 2 2
01 01 02 02
2 22 2 2 2
01 02
2 2 2 2
01 01 12 12
2 22 2 2 2
01 12
2 2 2 2
02 02 12 12









d d a d d a
d a d a
d d a d d a
d a d a
d d a d d a
d a d a
 − − + = + +






    (18) 
 
Отсюда очевидно следует: 
 
2 2
01 0;d a+ ≠  
2 2
02 4 0;d a+ ≠  
2 2
12 0.d a+ ≠   (19) 
 
X 
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22 2 2 2
01 01 02
22 2 2 2
02 02 01
22 2 2 2
01 01 12
22 2 2 2
12 12 01
22 2 2 2
02 02 12







d d a d a
d d a d a
d d a d a
d d a d a
d d a d a
d d a d a
 − + +
+ − + =
 − + −

− − + =

 − + +

+ − + =
       (20) 
 






2 2 2 2
01 01 12 12
2 22 2 2 2
01 12
.
d d a d d a




         (21) 
 
Отсюда d01 = d12. Тогда 
 
02 01 122 2 .d d d= =                    (22) 
 
Используя (22), первое уравнение в (20) 




22 2 2 2
01 01 02




d d a d a
d d a d a
− + +




22 2 2 2
01 01 01




d d a d a
d d a d a
= − + +
+ − + =
        (23) 
( )( )22 2 2 201 01 0124 0.d d a d a= − + =  
 
Отсюда получаем два имеющих физический 
смысл решения: 
01 0;d =  01 .d a=                    (24) 
 
С использованием условия (22) третье урав-




22 2 2 2
02 02 12




d d a d a
d d a d a
− + +




22 2 2 2
12 12 12




d d a d a
d d a d a
= − + +
+ − + =
         (25) 
( )( )22 2 2 212 12 128 0.d d a d a= − + =  
 
Отсюда:  12 0;d =  12 .d a=                           (26) 
Далее, подставляя (26) в (22), получим: 
 
02 0;d =  02 2 .d a=                   (27) 
 
Поскольку пары двойникующих дислокаций 
на противоположных границах нанодвойника 
по условию задачи находятся в одной плоско-
сти (рис. 2), то: 
 
03 01;d d=  04 02;d d=  34 12d d=          (28) 
 
и           03 0;d =  03 ;d a=  04 0;d =  04 2 ;d a=  
 
34 0;d =  34 .d a=                     (29) 
Очевидно, что  
 
14 23 12.d d d= =                        (30) 
 
И в равновесии: 
 
14 0;d =  23 0;d =  14 ;d a=  23 .d a=      (31) 
 
Полученные результаты указывают на то, что 
в идеальном кристалле после снятия нагрузки 
возможны два варианта равновесной формы кра-
евого клиновидного нанодвойника. В первом 
случае в плоскости двойникования расстояние 
между двойникующими дислокациями стремит-
ся к нулю. При этом в плоскости, перпендику-
лярной плоскости двойникования, расстояние 
между соседними двойникующими дислокация-
ми равно межплоскостному расстоянию. В этом 
случае равновесия двойникующие дислокации 
выстраиваются в стенку и существование нано- 
двойника проблематично из-за аннигиляции 
двойникующих дислокаций границ двойника  
с имеющими противоположный знак дислокаци-
ями устья нанодвойника и связанного с этим 
процессом исчезновения нанодвойника. 
Во втором случае для равновесия нанодвой-
ника требуется, чтобы расстояние между сосед-
ними двойникующими дислокациями на его гра-
ницах в плоскости двойникования равнялось 
межплоскостному расстоянию. Известно [16], 
что такое равновесие групп дислокаций является 
неустойчивым. Для обеспечения устойчивости  
в этом случае необходимо достаточное для фик-
сации дислокаций высокое значение сил неупру-
гой природы, оказывающих сопротивление дви-
жению двойникующих дислокаций. Обеспечить 
равновесие такого нанодвойника могут и поля 
внутренних напряжений от источников, находя-




На основании анализа баланса сил, дей-
ствующих на каждую двойникующую дислока-
цию со стороны других дислокаций краевого 
клиновидного нанодвойника, выполнен расчет 
равновесных параметров такого нанодвойника 
и показана возможность его существования в 
идеальном кристалле при отсутствии внешних 
сил. Результаты имеют важное практическое 
значение, поскольку могут быть использованы 
в механике разрушения для повышения точно-
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в двойникующихся материалах у таких концен-
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